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Systémes a deux niveaux

SYSTEME A DEUX ETATS ET SUPERPOSITION RAPPELS

On a vu que I'on peut toujours décomposer un état quantique sur une « La valeur moyenne d’'un opérateurA pour I'état |¢> est donné par :

base hilbertienne i) = ch|¢n> (@) = (Wl Al

En dimension deux, on a de facon générale : . Evolution temporelle -
Soit [%(t)) I'état d’un systéme a I'instant ¢ Tant que le systéme n’est
soumis a aucune observation, son évolution au cours du temps est régie
par I'’équation de Schrodinger :

|th) = cos (g) |0) + €' sin (g) 1)

o d A
ih— (1) = HIY(t)

¢n> sont les états propres de I'Hamiltonien alors :

Pour décrire cet état, on utilise une
représentation géométrique :
la sphéere de Bloch :

[¥(t)) =D Cnltn) e~ iEnt/h
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SPHERE DE BLOCH MODELISATION DU DOUBLE PUITS

* FEtat sur I'équateur : On s'intéresse aux niveaux d'énergie E<V,

1 el
[v) = ﬁ|0> + ﬁﬂ) Do V) I G M D
« Evolution : <i>
a
1 . ei¢ . 7 E
() = —=[0)e™ 0 4 o [1)em x ° p
\/5 ﬁ position du plan des hydrogénes de NH; -b b

ou position de I’ électron assurant la liaison chimique

On cherche les solutions sous la J\/L
forme ci-contre avec des solutions
paires et des solutions impaires .

i 1 et(Bo—E1)t/h+¢ Z
() = e~ B0t/ (ﬂ|o> n |1>)

V2

=i 0 1 -1 0 1
Position (nm) Position (nm)
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PHENOMENE D’INVERSION RESOLUTION EN NOTATION DE DIRAC

On a trouvé les solutions symétriques et anti-symétriques (ce sont les Ep \ ®)
états propres de I'énergie). On peut les combiner linéairement : G M D |
A |
(a) (b) a | A |1/} >
o E | £o - 4
x A [vs)
: e : : - "
b b b b On ne s'intéresse qu’aux deux niveaux d’énergie les plus bas, ce sont
Yo = (hs —Ya)/V2  ¥p = (s +va)/V2 des états propres de H, donc stationnaires [¢)4) et]yg).
Cette combinaison linéaire va donc évoluer dans le temps !!! Un état quelconque s'écrira dans Citte base : [1)) = As) + plypa)
. 2 2
Yt = 1 (d)s(w) B | () e_iEAt/h) ou sous forme matricielle |¢) = ( P ) avec |AI"+|p|7 =1
V2
e—iEst/h

= —\/5 (¥s(z) +¢A($)37M) ) Que vaut le Hamiltonien dans cette base ? f — < Eo—A 0 )

0 Eg+ A
avec v = (Ea — Es)/h = 2A « e % | |a fréquence de Bohr du systéme.

Cette valeur vaut v = 24 GHz pour I'ammoniac. Trés sensible a b et V), C'est la restriction du Hamiltonien au sous-espace qui nous intéresse !
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EVOLUTION TEMPORELLE

Comme d’habitude : mihp(t)) = H|y(t)) H= <

0 Eg+ A

Ey—A 0
dt

A exp(iwot/2)

L exp(—zwgt/2) ) avec 2A:th

Puis |¥(t)) = exp(—iEot/h) (

Nous avions définis|ip)et|iq), les états correspondant aux configurations
classiques d'une particule a droite ou a gauche.

L

W) = 7 (s} + ) Yo = = (1ws) - )

Soit sous forme matricielle : [¢p) = % ( } ) [Ya) = % ( _11 )

Ce sont les vecteurs propres de :
A 0 1 A A
X=(90) 5 Kww=pwo) i Klve)=—lvc)
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COUPLAGE ET TRANSITION

On peut inverser le probléme et se demander comment s'écrit le
Hamiltonien, I'observable position et les états symétriques et anti-
symétriques dans la base |¥p) et [¥a)?

Onailws)=%<i) |¢A)=%(j1)

Dans cette base X est diagonal : X = < (1) Pl )

12 . EaS E —A
Et H : = 0
t Hs'écrit: H < A B )

Les termes diagonaux sont les énergies des états en absence de
couplage (barriére haute et large).

Les termes anti-diagonaux sont des termes de couplage ! lls
caractérisent la transition entre les deux états a la fréequence A/R

Systémes a deux niveaux
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OBSERVABLE POSITION

L'observable X est donc I'observable « position » :

X:(g (1)) . XWo)=lwp) 5 Xlve) = —lde)

On obtient la valeur +1 si la particule est a droite et -1 a gauche.
Ce n’est pas I'observable position au sens des fonctions d'onde !

On peut calculer la valeur moyenne de la position dans |'état

w0 —esp(-izom ()2 )

On trouve : (z) = M e ™0t 4 A\ * et
Si I'état initial est |¢pp) cela se simplifie en : (z) = coswot

On a donc bien une oscillation comme nous avions vu précédemment.
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REMARQUE SUR LA DIAGONALISATION

En dimension 2, sauf dans les cas tres simples, il est souvent utile de se
ramener a une matrice de la forme :

(siet) tosiomy )

En effet on peut écrire le Hamiltonien :
v BEo—A -n\ _ ¢ /a5 cos20 sin 260
H—(—n E0+A>—EUI A2 +n sin20 —cos26

Il faut se souvenir des valeurs propres et vecteurs propres dans ce cas :

TR 0
E-=Bp-y4+w W)= ( 2?1?9 ) ’
—sinf
E, = Ey+ /A2 +n? |¢+>=( Cz:; )

le verifier !
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PRIX NOBEL 2015 : OSCILLATIONS DES NEUTRINOS

» Takaaki Kajita and Arthur B. McDonald

THE STANDARD MODEL 1 p proton ——— uud
Fermions Bosons
y 0 n neutron —— udd
photon
z n »ptetV,
o ~
Zboson | S
8 /-
8 N /
K \ <
] D
Whboson
gluon /4/

Torn between identities - tau-, electron- or myon-neutrino?

Pauli : “ have done a terrible thing,  have postulated a particle that cannot be detected”.

SUPER KAMIOKANDE - JAPON

Neutrinos atmospheriques :

NEUTRINOS FROM SUPER-
COSMIC RADIATION KAMIOKANDE
KAMIOKA, JAPAN

COSMIC l
RADIATION
.. ATMOSP
- Hene

PROTECTING
ROCK

1000m

~

b Muon-neutrinos

H give signals in

— the water tank.
- Muon-neutrinos
arriving directly (@VA
from the U
/ atmosphere o~

Light detectors

MUON- measuring Cherenkov

NEUTRINO radiation
Muon-neutrinos
that have travelled
through the Earth

CHERENKOV
RADIATION
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LES NEUTRINOS ATMOSPHERIQUES

e On vit dans un monde de neutrinos :
65 milliards de Neutrinos / seconde /cm?2 sur Terre

*  Comment les détecter :

* Grand reservoir d’'eau trés pure

» Collision avec un noyau ou un électron pour créer des muons ou
des électrons (selon la saveur du neutrino en question)

* La particule chargée se propage dans I'eau : effet Cerenkov

e
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LES NEUTRINOS SOLAIRES

Le soleil produit des neutrinos électroniques 2e~ +4p — %He + 2v, + 26.7 MeV
Expérience SNO pour mesurer :

1. les neutrinos electroniques

2- tous |es neUtrInOS NEUTRINOS FROM SUDBURY NEUTRINO OBSERVATORY (SNO)
THE SUN ONTARIO, CANADA
Manque-t-il des TR
M Electron-neutrinos
neutrinos 7?7 D Both electron nevtrines o

alone and all three types of
neutrinos together give sig-
nals in the heavy water tank

solar core.

2/3 sont perdus dans
le trajet depuis le soleil

(environ 8 minutes a ¢)

CHERENKOV Y53

€ RADIATION
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OU SONT LES NEUTRINOS MANQUANTS ?

* lls sont la : mais ils ont changés de saveur !

* Espace de Hilbert de dimension 3 :

|Ve> ; ‘V;,L> ) |V7'>
« Base énergie (masse) : |v1) , |v2) . |v3)
my # mg # m3

*  Base saveur :

(pour simplifier les calculs on se restreint a une base 2x2)
A I'instant d’émission les neutrinos solaires sont tous électroniques :

[9(t = 0)) = [ve) = cosb|ur) + sinf|pz)

Apres propagation @ [¥(t)) = e tE1t/h g 0p1) + e~ B2t/ gin 0| 12)

On peut alors calculer la probabilité de mesurer un neutrino électronique:

Po(t) = |(vel ()2 = 1 — sin2 20 sin®((E, — Eo)t/h)

Systémes a deux niveaux

DIPOLE DANS UN CHAMP ELECTRIQUE

Restriction a deux niveaux :

[a) Equilibre thermique :
.......... &7@( (_Ej—Ei)
T N, P kT
120 meV T = 300K
[¥2) = [Ya) — kT = 25meV
.1 ..........
010 meVy P Ny~ Ny > Ny, Ny, ...
Dans la base {|¥s), |¥4)} le Hamiltonien s'écrit : Hy = % (_01 (1))

La molécule d'ammonica est un dipole électrique :
ﬁ = _doﬁz I» «I 5 = d()ﬁz

Lorsqu’on la place dans un champ électrique £=¢€a, 'énergie va s'écrire :
Eaec. = —D - & = £do&

Systémes a deux niveaux
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LES NEUTRINOS ONT UNE MASSE !

L’oscillation des neutrinos implique qu’ils aient une masse.

Les experiences SNO et SuperKamiokande ont permis de mettre des

bornes sur ces masses.

Ona: P.(t) = [(ve|t(t))|> = 1 — sin® 20 sin®((E; — E2)t/h)

qui dépend de la différence By — E»

Pour des particules relativistes on a 1 E? = m2¢* + p?c?

La vitesse des neutrinos est proche dec: p = vymuv
Donc p > mc
m2ct m2c3

On en déduit : F ~ 14+ —)=
pe ( +2p202) pet—

(m} —m3)c®

Puis: E; — By ~ o
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OPERATEUR DIPOLE

Passons maintenant au formalisme quantique pour un dipole dans un

champ électrique (non quantifié) £ .

"}/:

Si on note D le dipole le long de I'axe x et W I'opérateur énergie

W =D&

électrostatique on a :

En bonne approximation [) est diagonale dans la base |¢D>, WG)

I» : plan H localisé a gauche «I : plan H localisé a droite

Les valeurs propres sont dg, —dg

soit = [ Dlta) = —doloc)
Dl|¢p) = do|¢p)

Quelle est I'action de de [) dans la base {|%s), [¥a)}?

1 1
[¥e) = —= (Ibs) — [¥a)) [¢s) = —= (D) + ) R
{ ‘? s'inverse en V2 ’ donc D =dj (
[¥p) = 7 ([9s) + [¥4)) [$a) = 73 (I¥p) — ¥e))

Systémes a deux niveaux

{l¥s), [¥a)}

: mesurable a |'aide des oscillations !

01
1 0

)
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HAMILTONIEN TOTAL

On cherche I'Hamiltonien totale de la molécule d’ammoniac en présence
d'un champ électrique dans la base {l|®s), [¥a)} :

- - - hwg (-1 0 01
Htot. = H0+W = TO(O 1) - dog<l 0)

On sépare les termes diagonaux (énergies propres) des termes anti-
diagonaux (couplage avec le champ électrique).

Le Hamiltonien total n'est plus diagonal en présence d'un champ
électrique, il faut trouver les nouveaux états propres.
On met le Hamiltonien sous une forme simple :

hQ cos2f  sin26
Htot < i )

"2 \sin20 —cos26
R\ [ hw)?
20) = (22) 4 (do)? Q>0
2 2
avec
ta“”:z;sf —m/4< 0 <m/4

Systémes a deux niveaux

PREPARATION DANS UN ETAT QUANTIQUE

On peut préparer les atomes d’ammoniac tous dans le méme état |¢_), [vy)
avec le dispositif suivant :

¥s) [¥s)
19a) /
: fquadrupole) _/W"A
Jet de 5 électrique
molécules Ns> Na
NH, |¢s

Energie « vue » par une
molécule dans 1'état

|y )=|ys):E <Eg

Energie « vue » par une
molécule dans 1'état

|W+>Z|WA>:E+ZEA 6'20(z2+y2

régime de champ faible :
do€ < hwo

Systémes a deux niveaux
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DIAGONALISATION DU HAMILTONIEN TOTAL

Le Hamiltonien se diagonalise donc simplement dans la base W_), ]1/J+>

cos 0 —sinf
[h-) = (sinﬁ) [¥+) = ( cos )

avec les valeurs propres +h$/2

On peut tracer le diagramme d’énergie :

2\ 2 Fiwo \ 2 . _ 2do€
(7) = (T) + (dof) tan20 = o

E —sin
o Br =12 |bs) = ( o 99)
+hwo /2 ~]
: t do€ / hwo
_ﬁl‘)ﬂ/2 /,—1\2
[¥s) E_=-hQ/2 |4_)= (Zi’jg)

Etat + : attiré vers les champs faibles
Etat - : attiré vers les champs forts
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CHAMP OSCILLANT

Que se passe t'il lorsqu’on applique un champ électrique oscillant et non un
champ statique 7 E(t) = &y cos(wt)

Le Hamiltonien devient explicitement dépendant du temps !
Hio (t) = Hy — DE(t)
Pour un systéme a deux niveaux on peut resoudre I'équation de Schrodinger

) _ 0y oce)

On prend comme état initial |1 (2)) = a(t)|es) + b(t)|Pa(t))
avec a(0)=0et b(0)=1

E(t) = & cos(wt)

a = —?a — wibcoswt
hwy = do&

ib= ?b — wiacoswt
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APPROXIMATION DU CHAMP TOURNANT

On trouve les solutions en faisant une approximation supplémentaire :

ia = —ﬂa — wibcoswt
E(t) = & cos(wt) { ) !

. w
hwy = do&o ib = Eob — wiacoswt
Pour wy =0,0ona: a(t) ~ e“ot/? b(t) ~ e~ iwot/2
Pour w; € wg et w = wp, on peut en bonne approx. ne garder que :
..o Wo w1 iwt ot
{ a=-5a- 7” (e + ) Solution pour w = wy :
G wo, w it b(£) = e—iwot/2 ooq “LE
1b—2b 2a(><+e ) (t) 2
Occupation « oscillation de Rabi »
de|¥a)
lb(ts)I> =
COS2 wiltf
Systémes a deux niveaux — = tf

25|



