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RAPPEL : OSCILLATEUR HARMONIQUE

Le Hamiltonien de |'oscillateur harmonique s'écrit :

On peut I'écrire avec des grandeurs sans dimensions en faisant le
changement de variables suivant sur les observables :
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PLAN

* Oscillateur Harmonique
e Etats nombres
e Etats cohérents

* Etats comprimés
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OPERATEURS CREATION ET ANNIHILATION

Ona H = % (XQ + ]52) que I'on cherche a factoriser.

On va étudier les quantités :

%()‘(HP) at = —(X —iP)

Le commutateur vaut : [&,41] =1

a=

On définit I'opérateur nombre par N =afa= (X2 4+ P2 —-1)

Cet opérateur hermitien satisfait :  [NV,a] = —a (V,a'] = a'

Et on peut écrire I'Hamiltonien :  fy _ @(N +1/2)
2
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UNE SECONDE APPROCHE

On part de I'Hamiltonien : H = El—[p2 + (mwx)?)
n

On souhaite le factoriser.

Si x et p étaient des nombres on aurait une relation de la forme :
u? + 0% = (iu+ v)(—iu +v)

Pour des opérateurs ce n'est pas si simple !

On étudie les opérateurs

. = —— (1P + mwi a4y = ———(—1p + mwx

Vot (DA med) e = G (b mid)

Quevaut a_dy 7? GGy = ! [p* + (mw#)?] — L[Zf Pl
2hmw 2n
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ETATS PROPRES a+[¥)

On peut écrire I'équation de Schrodinger sous la forme :

fw(mﬁ_+§>w»=Ew>

Lemme : si W) satisfait I'équation de Schrodinger avec la valeur propre
E alors ag_sp[apssi solution avec la valeur propre E + hw

Preuve :

H(a+y) = ho (a+a_ - %) (a+¥) =hw (a+a_n+ + %a+> ¥

1 1
= hway (a_a+ + 5) Vv =ay [hw (a+a_ +1+ 5) 1//]

= ay(H + ho)y = ar(E + ho)y = (E + ho)(ar¥).
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COMMUTATION CANONIQUE

1
© 2hmw

Ona: a_a, [p* + (mw#)?] — (&, p]

Or on connait la relation canonique entre x et p : [;ﬁ,ﬁ] =ih

1 1
On en déduit : g_g. = 52 ~\2 -
T [ 4+ (mwi)*] + 5
1 - 1
G — 4
a—_a4 o + 5
. A o 1
Soit : H = hw a7a+f§ )
H = hw (a+a_ + 2)
Quevaut aja— ?effa_,a4] ?
[a—,a4] =1
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ETATS PROPRES é-[#)

Lemme : si ]w) satisfait I'équation de Schrodinger avec la valeur propre
E alors desfyapssi solution avec la valeur propre E — hw

Preuve :
1 1
H(a-y) = hw (a_a+ - 5) (a—yr) = hwa_— (a+a_ - 5) ¥
=a- [hw (a_a+ -1- %) x//] =a-(H — hw)y =a_(E — hw)y
= (E — hw)(a-¥).

On a donc une « machine a générer des solutions ».

[l ne reste qu'a trouver une solution et on pourra générer les solutions
d’'énergies supérieures avec a+ et d'énergie inférieures avec a-
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CREATION ET ANNIHILATION

Que se passe t'il lorsque I'on applique

~

a_ de fagon répétée 7
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QUELLE EST 'ENERGIE DE L’ETAT |%o)
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RECHERCHE D’UNE SOLUTION PARTICULIERE

On atteint le dernier barreau de I'échelle : d_|¢0> =0

(les valeurs propres de G a_ sont positives ou nulles)

1 d
éduit 1 —— | h— L =0
On en déduit T ( e + mwx) [1o)

ou d|¢0>
dx

= —="lwo)

mw .2

donc: tp(x) = Ae”2n "
4 g 2 wh
que I'on normalise : | = |A|2f e M gy = |AP ) —.
—o0 mw

174 me 2
soit A% = /mw/nh, et Yo(x) = (’_’%) e~ W
g
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QUELLE EST 'ENERGIE DE LETAT o)

0

mo o w >

1 1
E= hw
E= fiw /2
E=2hw
On ne peut pas donner
I'énergie, seulement la
probabilité de trouver telle
valeur.
v L4

10|



PREMIER ETAT EXCITE

On peut maintenant gravir I'échelle pour trouver tous les états excités
de I'oscillateur harmonique.

Ona: Yn(x) = An(a+)"'l'0(x)‘ with Ey = (n + %) he

Normalisation pour le premier état excité ?

- — — AI S — —
Vi (x) = Ajarp = m( h +mw.\‘) (JT

1/4 [

mw 2mw me 2
= —— ——xe WY,
Al (n’h) h ve

me (2mew x _mw 2
o i [ () [ %o

h ) J-

Oscillateur harmonique

METHODE ALGEBRIQUE POUR LA NORMALISATION

Ona:ay|tn) = cnltny)

Calculez |y [,)]?

On en déduit ay|t,) = vVn+ 1|thni1)

Calculez |&_|¢n>|2
On en déduit g_|¢,) = v/nltn_1)

En déduire |1,,) en fonction de |t)g)
1

[Vn) = ﬁ&+|¢o>
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METHODE ALGEBRIQUE POUR LA NORMALISATION

On sait que a4 |1,) = cp|tnt1)
Comment déterminer le coefficient c, ?

On définit I'opérateur nombre : N = aya_

Montrer que N|¢n> = n|n) avieen) solution de

avec B, = hw <n+ ;)
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ETATS NOMBRES

On appelle les états nombres les états propres de I'Hamiltonien.
Ce sont également les états propres de N = Gya_

On les note |1h,,) = |n) 1
- = ———(ip + mwi)

vV 2hmw

1
Calculez iy = ———(—ip + mwi)

a
o <E> * V 2hmw

© AE la_,a,] =1

e <X>

< <p> at|tn) = Vn+ 1|Yny1)
< AXAP

a— W}n) = \/ﬁ‘wn—ﬁ
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ETATS COHERENTS

On définit les états cohérents comme les états propres de |'opérateur
d’annihilation :

ala) = ala)

* Déterminez I'expression d'un état cohérent sur la base des états
nombres.

* Calculez

<E>
AE
<X>
<p>
AxAp

* Donnez I'évolution temporelle d'un état cohérent
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